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Es conocida la exclamacién de David Hilbert jEl infinito! Ninguna cuestion ha
conmovido tan profundamente el espiritu del hombre. Es verdad, el infinito atrae
poderosamente nuestra imaginacion. Es dificil imaginar que el tiempo tuviera un
comienzo y también que el espacio sea finito, porque no podemos pensar en una
frontera para el espacio tras de la cual no exista mas espacio, ni un origen para el
tiempo antes del cual no hubiera tiempo.



Es conocida la exclamacién de David Hilbert jEl infinito! Ninguna cuestion ha
conmovido tan profundamente el espiritu del hombre. Es verdad, el infinito atrae
poderosamente nuestra imaginacion. Es dificil imaginar que el tiempo tuviera un
comienzo y también que el espacio sea finito, porque no podemos pensar en una
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Cualquier respuesta a estas preguntas conduce siempre a nuevas preguntas. Un
error tipico consiste en creer que si algo fuera infinito deberia contener todas las
cosas, algo asi como el Aleph borgiano. Matematicamente, es claro que no tiene
por qué ser asi: los nUmeros pares son infinitos y no son todos los nimeros. Algo
infinito tampoco tiene por qué ser necesariamente muy grande. El Aleph de la
narracién de Borges es una pequefia esfera, un conjunto fractal contiene infinitas
copias de si mismo, el veloz Aquiles permanece corriendo sin alcanzar jamés a la
tortuga que le lleva unos pocos metros de ventaja. . ..



Las aporias de Zenon de Elea

Un griego llamado Zenén, del que se sabe muy poco y de forma indirecta a través
del Parménides de Platon, cuyo nacimiento se fecha hacia el afio 490 a.C en la
ciudad de Elea en el sur de Italia, y que fue discipulo de Parménides, sigue
manteniendo desde hace 2300 afios su permanente desafio a la razon.
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Te recuerdo que, segun Parménides, el ser es necesariamente uno, eterno,
continuo, indivisible e inmutable. Los cambios, transformaciones y multiplicacion
de los seres, son meras apariencias a las cuales no responde realidad alguna. La
filosofia de Parménides fue muy criticada porque choca con nuestras creencias
mas basicas sobre la realidad.
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Un griego llamado Zenén, del que se sabe muy poco y de forma indirecta a través
del Parménides de Platon, cuyo nacimiento se fecha hacia el afio 490 a.C en la
ciudad de Elea en el sur de Italia, y que fue discipulo de Parménides, sigue
manteniendo desde hace 2300 afios su permanente desafio a la razon.

Te recuerdo que, segun Parménides, el ser es necesariamente uno, eterno,
continuo, indivisible e inmutable. Los cambios, transformaciones y multiplicacion
de los seres, son meras apariencias a las cuales no responde realidad alguna. La
filosofia de Parménides fue muy criticada porque choca con nuestras creencias
mas bésicas sobre la realidad.

Zendn ide6 sus paradojas 0 aporias (proposiciones sin salida I6gica) para
desacreditar a quienes negaban las ideas de Parménides, y afirmaban la realidad
del cambio y la pluralidad de los seres. Aristoteles califica a Zenon de “inventor
de la dialéctica”, una elaborada forma de razonamiento que consiste en probar al
oponente que de sus ideas se deducen consecuencias inaceptables. Los
argumentos de Zenon son realmente del tipo “reduccion al absurdo”™: se acepta
provisionalmente una hipoétesis y, razonando correctamente a partir de ella, se
llega a una conclusion inaceptable, lo que obliga a rechazar la hipotesis inicial.



Vamos a exponer, en lenguaje actual, tres de las paradojas de Zendn que van
dirigidas contra las dos teorias del movimiento sostenidas en la antigiiedad, las
cuales dependen, claro est4, de la supuesta naturaleza del tiempo y del espacio.
Debes tener en cuenta que Zenon no niega el movimiento sino su inteligibilidad,;
la afirmacion de que “el movimiento se demuestra andando” no refuta a Zenon,
su desafio no es a la experiencia sensible sino a la razén.
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cuales dependen, claro est4, de la supuesta naturaleza del tiempo y del espacio.
Debes tener en cuenta que Zenon no niega el movimiento sino su inteligibilidad,;
la afirmacion de que “el movimiento se demuestra andando” no refuta a Zenon,
su desafio no es a la experiencia sensible sino a la razén.

Las dos primeras paradojas parten del supuesto de que el espacio y el tiempo
son infinitamente divisibles y el movimiento continuo y uniforme.

La dicotomia.
Para que un mdvil pueda llegar a un punto dado, debe recorrer primero
la mitad de la distancia; pero antes de alcanzar esa mitad debe recorrer
la mitad de la mitad. Y asi sucesivamente, “ad infinitum”. De este modo
para alcanzar completamente cualquier distancia tendria que recorrer
un namero infinito de divisiones, lo cual es imposible en un tiempo finito.

Zenon nos dice que para que haya movimiento debe haber un comienzo, pero no
hay una distancia minima con la que empezar; por tanto el movimiento no puede
empezar, luego no hay movimiento.



Aquiles y la tortuga.

Aquiles, el de los pies ligeros, nunca alcanzara a la tortuga que avanza
lentamente unos cuantos metros por delante de él. Pues cuando Aqui-
les alcance el punto donde estaba la tortuga, ésta ya estar4 un poco
mas adelante; y cuando de nuevo Aquiles alcance ese lugar, la tortuga
habra avanzado un poco més. Sin desanimarse, sigue corriendo, pero
al llegar de nuevo donde estaba la tortuga, esta ha avanzado un poco
mas. ... De este modo, la tortuga estara siempre por delante de Aqui-
les.

Zendn nos dice que un movil para alcanzar su destino debe cubrir primero la
mitad de la distancia que lo separa, pero antes debera recorrer la mitad de esa
mitad, y asi sucesivamente; luego debe recorrer infinitas divisiones lo cual es
imposible en tiempo finito, por tanto nunca alcanzara su destino. Es decir, una vez
empezado, el movimiento no puede parar.



La tercera paradoja, que se refiere a una flecha lanzada al aire, supone que el
espacio y el tiempo estan formados por unidades minimas indivisibles y el
movimiento es una sucesion de diminutos saltos consecutivos.
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espacio y el tiempo estan formados por unidades minimas indivisibles y el
movimiento es una sucesion de diminutos saltos consecutivos.

La flecha.
En un instante indivisible de tiempo la flecha debe permanecer quie-
ta, pues si se moviera el instante contendria unidades de tiempo mas
pequefias en las que dicho movimiento tendria lugar en contra de lo
supuesto. Por tanto, en cada instante la flecha esta quieta y, como el
tiempo se compone de instantes, la flecha esta siempre quieta y el mo-
vimiento no tiene lugar.
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En un instante indivisible de tiempo la flecha debe permanecer quie-
ta, pues si se moviera el instante contendria unidades de tiempo mas
pequefias en las que dicho movimiento tendria lugar en contra de lo
supuesto. Por tanto, en cada instante la flecha esta quieta y, como el
tiempo se compone de instantes, la flecha esta siempre quieta y el mo-
vimiento no tiene lugar.

La influencia de las aporias de Zenén en filosofia, I6gica y mateméticas ha sido
notable y se ha escrito y se sigue escribiendo mucho sobre ellas. Despidamos a
Zendn con una cita de Borges.

Zenon es incontestable, salvo que confesemos la idealidad del espacio

y del tiempo. Aceptemos el idealismo, aceptemos el crecimiento concre-

to de lo percibido, y eludiremos la pululacién de abismos de la parado-

ja. ¢ Tocar a nuestro concepto del universo, por ese pedacito de tiniebla

griega?, interrogara mi lector.

J.L. Borges, “La perpetua carrera de Aquiles y la tortuga”.



Atomismo vy divisibilidad infinita

En el periodo que separa a Zendn de Elea de Aristételes surgio la filosofia del
atomismo, iniciada por Leucipo (ca. 450 - 420 a.C.) y desarrollada por Demdcrito
(ca. 460 - 370 a.C.). El atomismo es una filosofia materialista que se ha
interpretado como una respuesta al idealismo de la Escuela Eleatica
(Parménides, Zendn). Los atomistas mantienen que hay dos principios
fundamentales: los atomos y el vacio. Los atomos son indivisibles e invisibles,
infinitos en nimero y de diversas formas y tamafios, perfectamente solidos,
indestructibles y permanentes. Las substancias materiales son producidas por la
union y separacion de esos atomos moviéndose en el vacio. EI movimiento se
produce por la reordenacion de los &tomos entre si; segln Aristételes, los
atomistas reducen todo cambio a un mero cambio de lugar. Los atomistas
admiten la pluralidad y el movimiento y niegan la infinita divisibilidad del espacio y
la materia.



El atomismo fue cuestionado por Aristételes (384 - 322 a.C.), que realiz6 un
andlisis sistematico del continuo. Aristoteles divide las cantidades en discretas y
continuas. Los numeros y el lenguaje hablado son discretas y las lineas,
superficies, sélidos, tiempo y espacio son continuas. La respuesta a la pregunta
de si una magnitud continua (un continuo) es permanentemente divisible en
partes cada vez més pequefias, o hay un limite mas all4 del cual no puede
proseguirse el proceso de division, depende de la naturaleza del infinito.
Aristételes dedica el Libro 11l de su Fisica a un estudio sistematico del infinito.
Considera que el estudio del infinito forma parte del estudio de la naturaleza,
pues lo caracteristico de ésta es el movimiento y el cambio, y el movimiento es
pensado como algo continuo, y lo que es continuo es definido con frecuencia
como algo infinitamente divisible.


http://es.wikipedia.org/wiki/Arist%C3%B3teles

Primero, dice Aristoteles, “hay que examinar en general si es 0 no es posible que
haya un cuerpo sensible infinito”. Después del correspondiente estudio, llega a la
conclusién de que “no existe un cuerpo que sea actualmente infinito”. Pero “la
negacion absoluta del infinito es una hipdtesis que conduce a consecuencias
imposibles”.
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pero sin llegar a un término.
Es también evidente que no es posible que lo infinito exista como un ser en
acto o como una substancia y un principio. Luego lo infinito existe como un
atributo.
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Es también evidente que no es posible que lo infinito exista como un ser en
acto o como una substancia y un principio. Luego lo infinito existe como un
atributo.

Lo infinito es un atributo que puede predicarse de la cantidad o de determinados
procesos; especialmente, los procesos de adicion y de division. Aristoteles, habla
en ese sentido del infinito por adicion y el infinito por division o la divisibilidad
infinita de un continuo.



Ahora bien, el ser se dice o de lo que es en potencia o de lo que es
en acto, mientras que el infinito es o por adicion o por division. Y ya se
ha dicho que la magnitud no es actualmente infinita [...] Nos queda,
entonces, por mostrar que el infinito existe potencialmente.

Pero la expresion “existencia potencial” no se debe tomar en el sentido
en que se dice, por ejemplo, “esto es potencialmente una estatua, y
después sera una estatua”, pues no hay un infinito tal que después sea
en acto. Y puesto que el ser se dice en muchos sentidos, decimos que
el infinito “es” en el sentido en que decimos “el dia es”.
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Pero la expresion “existencia potencial” no se debe tomar en el sentido
en que se dice, por ejemplo, “esto es potencialmente una estatua, y
después sera una estatua”, pues no hay un infinito tal que después sea
en acto. Y puesto que el ser se dice en muchos sentidos, decimos que
el infinito “es” en el sentido en que decimos “el dia es”.

Aristételes distingue, pues, dos clases de infinito: el infinito como una totalidad
completa, que llama el infinito actual y cuya existencia niega; y el infinito
potencial, que concibe como un proceso secuencial de adicion o de subdivision
sin final. Lo metafora del dia es muy apropiada, pues el ser de un dia es un estar
siendo de forma sucesiva, de manera que en ningiin momento el dia queda
realizado plenamente como un todo. Analogamente, el infinito potencial nunca
serd plenamente realizado pues no hay un infinito tal que después sea en acto.
La infinitud potencial es la forma usual en que concebimos el tiempo como una
linea recta indefinidamente prolongable o la sucesion de los nimeros que
podemos ir formando por adicion consecutiva de la unidad.



Esta concepcion aristotélica del infinito se acept6 sin mayores cambios hasta el
siglo XIX. De todas formas, Aristdteles cree que la negacion del infinito actual no
afecta a los matematicos:
Esta argumentacion no priva a los matematicos de sus especulaciones
por el hecho de excluir que el infinito por adicién pueda recorrerse en
acto. Porque no tienen necesidad de este infinito ya que no hacen uso
de él, sino sélo, por ejemplo, de una linea finita que se prolongue tanto
como ellos quieran.
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Sobre todo esto se ha escrito y se sigue escribiendo mucho. Més interesante
para nosotros es la relacion del infinito con la divisibilidad infinita del continuo.
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Sobre todo esto se ha escrito y se sigue escribiendo mucho. Més interesante
para nosotros es la relacion del infinito con la divisibilidad infinita del continuo.

Los atomistas negaban la divisibilidad infinita. Su argumento era que si una
magnitud continua fuera dividida en todo punto, entonces no quedaria nada o
solamente quedarian puntos sin extension, porque en caso contrario el proceso
de division podria proseguir. Pero, decian, si quedan puntos sin extension,
entonces no es posible recomponer la magnitud original a partir de ellos, pues
por la agregacion de puntos sin extension no puede lograrse nunca una magnitud
finita. Concluian que en cualquier caso la magnitud inicial se ha convertido en
algo incorpdreo y, por tanto, algo que tenia existencia ha dejado de ser, lo cual,
evidentemente, es un imposible.



Aristoteles defendia la divisibilidad infinita pero debia refutar el argumento
atomista. Su solucion es muy original, pues afirma que aunque una magnitud
continua puede ser dividida en cualquier punto, no puede ser dividida en todo
punto. Para Aristételes, dividir un continuo en todos sus puntos es reducirlo a lo
discreto. Mientras que un continuo tiene la propiedad de densidad, es decir, entre
dos cualesquiera de sus puntos siempre hay otro punto del continuo, los puntos
obtenidos, después de una divisién infinita actual de un continuo, serian
adyacentes unos con otros, y esto implica que la propiedad de densidad se
habria perdido. Pero si dividimos un continuo, lo que obtenemos son dos
continuos cada uno de ellos con la propiedad de densidad. Por tanto, es
imposible llegar, por divisiones sucesivas, a reducir un continuo a puntos. Asi,
Aristételes afirma la divisibilidad infinita pero niega la divisibilidad en todo punto,
con lo que el argumento atomista deja de tener valor.



Las mateméticas griegas evitan el infinito actual. Asi, Euclides, considera rectas
que pueden ser prolongadas cuanto se quiera, pero no “rectas infinitas”.
Igualmente, al enunciar que los nimeros primos son infinitos, lo expresa diciendo
que “Hay mas nimeros primos que cualquier cantidad de nimeros primos
propuesta”. De esta forma evita considerar el infinito actual de los nimeros
primos.
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que pueden ser prolongadas cuanto se quiera, pero no “rectas infinitas”.
Igualmente, al enunciar que los nimeros primos son infinitos, lo expresa diciendo
que “Hay mas nimeros primos que cualquier cantidad de nimeros primos
propuesta”. De esta forma evita considerar el infinito actual de los nimeros
primos.

En Los Elementos Euclides expone el método de exhauscion de Eudoxo de
Cnido, que se utilizaba para calcular areas (cuadraturas) de regiones planas. Es
frecuente afirmar que este método consiste en una aproximacion al area seguida
de un proceso limite. No es asi. Aunque su nombre sugiere “agotamiento” de una
figura plana por poligonos inscritos, el método estaba basado en un razonamiento
muy cuidadoso de doble reduccion al absurdo (llamado razonamiento
apagogico), precisamente para evitar la consideracion de un infinito actual.



Mencién aparte merece Arquimedes. Por una parte, prob6 en su obra El arenario
que si el Universo estuviera completamente lleno de granos de arena, su nimero
seria finito. Para lo cual desarrolla un sistema de numeracion apropiado para
manejar grandes numeros (para los griegos el nimero mayor era la miriada de
miriadas, equivalente a 108) que le permite describir un nimero que, en base
diez, tendria unos 80000 millones de millones de cifras. Pero también
Arquimedes ide6 métodos heuristicos! que estan expuestos en su obra El
Método, descubierta en 1906, en la que explica como anticipé algunos de sus
descubrimientos por medio de técnicas de equilibrio usando la ley de la palanca.
En estas técnicas, Arquimedes hace un uso muy libre del infinito; por ejemplo,
descompone areas planas como sumas infinitas de segmentos, es decir, reduce
un continuo a elementos indivisibles, con lo cual podrian estar de acuerdo los
atomistas, pero no Aristételes.

Ipor método heuristico se entiende cualquier proceso que facilite anticipar un
resultado. Son métodos que se apoyan en alguna forma de intuicién que conduce a la
formulacion de conjeturas razonables, que después deben ser probadas con métodos
cientificos rigurosos



El infinito desde |la Edad Media hasta el siglo XIX

Es sabido que las religiones lo contaminan todo de irrealidad. Después del triunfo
de la Iglesia Catdlica, las discusiones sobre el infinito adquieren una orientacion

marcadamente teoldgica.
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Es sabido que las religiones lo contaminan todo de irrealidad. Después del triunfo
de la Iglesia Catdlica, las discusiones sobre el infinito adquieren una orientacion
marcadamente teoldgica.

San Agustin (354 - 430), fil6sofo cristiano, admite el infinito actual como atributo
de Dios, pero niega que Dios creara nada infinito. En su obra La Ciudad de Dios
escribe refiriéndose a los nimeros:
Asi que son desiguales entre si y diferentes; cada uno es finito y todos
son infinitos. ¢Y que sea posible que Dios todopoderoso no sepa los
numeros por su infinidad, y que la ciencia de Dios llegue hasta cierta
suma de ndmeros, y que ignore los demas, quién habra que pueda
decirlo, por més ignorante y necio que sea? [...] Y asi que la infinidad
de los numeros para la ciencia de Dios, que la comprende, no puede
ser infinita.
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de la Iglesia Catdlica, las discusiones sobre el infinito adquieren una orientacion
marcadamente teoldgica.

San Agustin (354 - 430), fil6sofo cristiano, admite el infinito actual como atributo
de Dios, pero niega que Dios creara nada infinito. En su obra La Ciudad de Dios
escribe refiriéndose a los nimeros:
Asi que son desiguales entre si y diferentes; cada uno es finito y todos
son infinitos. ¢Y que sea posible que Dios todopoderoso no sepa los
numeros por su infinidad, y que la ciencia de Dios llegue hasta cierta
suma de ndmeros, y que ignore los demas, quién habra que pueda
decirlo, por més ignorante y necio que sea? [...] Y asi que la infinidad
de los numeros para la ciencia de Dios, que la comprende, no puede
ser infinita.

En esa insolita cuadratura del circulo que fue la Escolastica, en su intento de
conciliar la filosofia de Platdn y Aristoteles con la revelacion cristiana, destaca
Santo Tomas de Aquino (ca. 1225 - 1274). La infinitud actual de Dios en todos los
sentidos es un dogma Catélico y Tomas de Aquino es una autoridad en tan
delicada cuestion teoldgica. En su obra Summa Contra Gentiles, Capitulo 43,
proporciona catorce argumentos breves para demostrar la infinitud de Dios, cada
uno de ellos termina con la letania “Por tanto Dios es infinito”.



Para encontrar ideas mas interesantes sobre el infinito debemos referirnos a
Galileo Galilei (1564 - 1642). En su obra pionera sobre la dindmica y estéatica de
sélidos Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove science
attenenti alla meccanica e i movimenti locali (1638), Galileo expone algunas
paradojas sobre el infinito.

Una de ellas es la de la “equivalencia entre una circunferencia y un punto”. Para
explicarla, consideremos un rectangulo formado por dos cuadrados iguales
unidos por un lado comun. Recortemos en este rectangulo una
semicircunferencia de centro en la mitad del lado superior del rectangulo e igual
radio. La figura que resulta de quitar dicha semicircunferencia al rectangulo se
gira alrededor de su eje de simetria y se obtiene un soélido de revolucién parecido
a un cuenco. Supongamos ahora inscrito en dicho sélido un como circular recto
cuya base coincide con la del cuenco y de altura igual a la del cuenco.



P
Figura. Paradoja circunferencia-punto




Cada plano paralelo a la base del cuenco determina en su interseccién con el
cono un circulo, y en su interseccion con el cuenco una corona circular. Es muy
féacil comprobar que dichos circulo y corona circular tienen igual &rea. Si ahora
consideramos planos paralelos a la base del cuenco que se van acercando al
borde superior del mismo, las areas de las intersecciones de dichos planos con el
cono y el cuenco son siempre iguales. El Ultimo de dichos planos da como
interseccién con el cuenco una circunferencia (el borde del cuenco) y con el cono
un punto (el vértice del cono). Como los limites de cantidades iguales entre si
deben también ser iguales entre si, Galileo se pregunta por qué no podemos
considerar la circunferencia como igual a su centro. Si lo hacemos, llegaremos a
la conclusion de que todas las circunferencias son iguales entre si e iguales a un
punto.
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féacil comprobar que dichos circulo y corona circular tienen igual &rea. Si ahora
consideramos planos paralelos a la base del cuenco que se van acercando al
borde superior del mismo, las areas de las intersecciones de dichos planos con el
cono y el cuenco son siempre iguales. El Ultimo de dichos planos da como
interseccién con el cuenco una circunferencia (el borde del cuenco) y con el cono
un punto (el vértice del cono). Como los limites de cantidades iguales entre si
deben también ser iguales entre si, Galileo se pregunta por qué no podemos
considerar la circunferencia como igual a su centro. Si lo hacemos, llegaremos a
la conclusion de que todas las circunferencias son iguales entre si e iguales a un
punto.

La misma figura anterior pone de manifiesto que la semicircunferencia esta
formada por tantos puntos como los que forman la poligonal CDAB. Pues cada
semirrecta con origen en O corta a la semicircunferencia en un nico punto Q y a
la poligonal en otro Unico punto P. Asi podemos emparejar los puntos de la
semicircunferencia con los de la poligonal y de esta forma los agotamos todos.
Por tanto ambas lineas tienen igual nimero infinito de puntos. Si llamamos ¢ a la
longitud de AB, la semicircunferencia tiene longitud 77/, menor que la longitud de
la poligonal CDAB que es igual a 4¢.



Gallileo escribe al respecto:

Estas dificultades son reales; y no son las Unicas. Pero recordemos
que estamos tratando con infinitos e indivisibles, los cuales trascienden
nuestra comprension finita, los primeros a causa de su magnitud, los
Gltimos debido a su pequefiez.

[...] intentamos, con nuestras mentes finitas, discutir sobre el infinito,
asignandole propiedades que damos a lo finito y limitado; pero pienso
que esto es incorrecto, dado que no podemos hablar de cantidades
infinitas como si fuesen mayores, menores o iguales a otras.



Gallileo escribe al respecto:

Estas dificultades son reales; y no son las Unicas. Pero recordemos
que estamos tratando con infinitos e indivisibles, los cuales trascienden
nuestra comprension finita, los primeros a causa de su magnitud, los
Gltimos debido a su pequefiez.

[...] intentamos, con nuestras mentes finitas, discutir sobre el infinito,
asignandole propiedades que damos a lo finito y limitado; pero pienso
que esto es incorrecto, dado que no podemos hablar de cantidades
infinitas como si fuesen mayores, menores o iguales a otras.

Otra paradoja considerada por Galileo, es la que se deduce de la observacion de
que para cada nimero natural n podemos construir un cuadrado de lado n, cuya
area es igual a n?, de donde se deduce que hay tantos nimeros naturales como
cuadrados perfectos. Sin embargo la mayoria de los nimeros no son cuadrados
perfectos. A la vista de ello, Galileo escribe:
[...] el total de los nimeros es infinito, y el nimero de cuadrados es
infinito; ni es menor el nimero de cuadrados que el de la totalidad de
numeros, ni el otro mayor que el anterior; y, finalmente, los atributos
“igual”, “mayor” y “menor” no son aplicables al infinito, sino solo a canti-
dades finitas.



Una caracteristica de las matematicas del siglo XVII es el libre uso del infinito. En
los dos primeros tercios del siglo XVII se desarrollan una variedad de métodos
infinitesimales que preludian el célculo diferencial, asi como técnicas de
cuadraturas basadas en la descomposicion de recintos planos o de sélidos en
infinitos elementos indivisibles. EI matematico inglés John Wallis introdujo en
1655 en su obra De Sectionibus Conicis, el simbolo del “lazo del amor”, «, con el
significado de “infinito”.
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los dos primeros tercios del siglo XVII se desarrollan una variedad de métodos
infinitesimales que preludian el célculo diferencial, asi como técnicas de
cuadraturas basadas en la descomposicion de recintos planos o de sélidos en
infinitos elementos indivisibles. EI matematico inglés John Wallis introdujo en
1655 en su obra De Sectionibus Conicis, el simbolo del “lazo del amor”, «, con el
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La invencion del Célculo, en el Gltimo tercio del siglo XVII, ordena y sistematiza
estos procedimientos, y proporciona algoritmos generales para resolver multitud
de problemas que antes se abordaban con técnicas especificas para cada caso.
Las cantidades infinitesimales, los casi imprescindibles infinitésimos, que ya son
viejos amigos nuestros, son otra forma del infinito, en este caso, de lo
infinitamente pequefio. Durante el siglo XVIII y parte del XIX, los infinitésimos se
usaron de forma casi generalizada porque, a pesar de los problemas de todo tipo
que planteaban, eran Utiles y eficaces para resolver problemas y una herramienta
heuristica muy apreciada.



El infinito matematico y el nacimiento de la teoria de

conjuntos

A principios del siglo XIX, la actitud de los matematicos ante el infinito no era
diferente a la mantenida por Galileo doscientos afios antes. La consideracion del
infinito actual conducia a paradojas; en particular, la llamada paradoja de la
reflexividad, es decir, la posibilidad de establecer una biyeccion entre un conjunto
infinito y una parte del mismo, indicaba que la consideracion del infinito actual
contradecia el principio I6gico de que “el todo es mayor que las partes”. Para los
principales matematicos de la época, como Gauss y Cauchy, el infinito seguia
siendo un infinito potencial, un concepto sin contenido matematico, una palabra
que servia para designar un proceso sin punto final. Gauss lo expresé claramente
en una carta a su amigo Schumacher en 1831:



El infinito matematico y el nacimiento de la teoria de

conjuntos

A principios del siglo XIX, la actitud de los matematicos ante el infinito no era
diferente a la mantenida por Galileo doscientos afios antes. La consideracion del
infinito actual conducia a paradojas; en particular, la llamada paradoja de la
reflexividad, es decir, la posibilidad de establecer una biyeccion entre un conjunto
infinito y una parte del mismo, indicaba que la consideracion del infinito actual
contradecia el principio I6gico de que “el todo es mayor que las partes”. Para los
principales matematicos de la época, como Gauss y Cauchy, el infinito seguia
siendo un infinito potencial, un concepto sin contenido matematico, una palabra
que servia para designar un proceso sin punto final. Gauss lo expresé claramente
en una carta a su amigo Schumacher en 1831:

Debo protestar vehementemente contra el uso del infinito como algo
completado, pues esto nunca esté permitido en matematicas. El infinito
es simplemente una forma de hablar; una forma resumida para la afir-
macion de que existen los limites a los cuales ciertas razones pueden
aproximarse tanto como se desee, mientras otras son permitidas crecer
ilimitadamente.



La consideracion del infinito actual como objeto matematico exige disponer de
objetos matematicos que puedan ser llamados “infinitos”. Que los nimeros
naturales son potencialmente infinitos quiere decir que son una sucesion a la que
podemos agregar términos indefinidamente, muy diferente es la consideracion
del infinito actual de todos los nimeros naturales (a lo que estamos ya
acostumbrados y no nos causa mayor problema), que equivale a considerarlos
como un todo acabado, como un conjunto formado por todos ellos. Esto indica
que una teoria matematica del infinito supone la consideracion de conjuntos
infinitos. Es imposible separar la teoria de conjuntos y la teoria del infinito.



En esto, como en otras cosas, Bernahrd Bolzano fue un adelantado a su tiempo.
En su libro Las Paradojas del Infinito, publicado en 1851, tres afios después de
su muerte, Bolzano se propone estudiar las paradojas conocidas y mostrar que,
debido a la falta de precision en el uso del término infinito, daban lugar a
aparentes contradicciones. Es necesario, afirma, definir el término infinito y las
matematicas son el contexto apropiado para ello. Naturalmente, Bolzano, esta
refiriéndose al infinito actual. Con la idea de fundamentar mateméticamente la
nocion de infinito actual, Bolzano introduce los términos de agregado, conjunto y
multitud, siendo en esta obra la primera vez que la palabra “conjunto” es usada
con un significado matematico preciso. Un agregado es una totalidad compuesta
de objetos bien definidos; un conjunto es un agregado donde el orden de sus
partes es irrelevante y donde nada esencial se cambia si solo se cambia el orden
(es decir, un agregado sin estructura alguna); una multitud es un conjunto cuyos
miembros son individuos de una misma especie.



Bolzano considera un conjunto como un todo, sin necesidad de considerar
separadamente cada uno de sus elementos. El ejemplo que propone es muy
significativo a este respecto:
... puedo pensar en el conjunto, o agregado, o si se prefiere, en la tota-
lidad de los habitantes de Praga o de Pekin sin formar una representa-
cion separada de cada habitante individual.
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lidad de los habitantes de Praga o de Pekin sin formar una representa-
cion separada de cada habitante individual.

Bolzano abandona asi el punto de vista constructivo, la idea de que un conjunto
se va formando a partir de sus elementos mediante alguna clase de algoritmo.



Bolzano considera un conjunto como un todo, sin necesidad de considerar
separadamente cada uno de sus elementos. El ejemplo que propone es muy
significativo a este respecto:
... puedo pensar en el conjunto, o agregado, o si se prefiere, en la tota-
lidad de los habitantes de Praga o de Pekin sin formar una representa-
cion separada de cada habitante individual.

Bolzano abandona asi el punto de vista constructivo, la idea de que un conjunto
se va formando a partir de sus elementos mediante alguna clase de algoritmo.

Bolzano define una multitud infinita como aquella de la cual cualquier multitud
finita solamente puede ser parte de la misma. Debemos observar que esta
definicién no es la tradicional en la que infinito es definido como la negacion de lo
finito. Con respecto a la existencia de conjuntos infinitos, Bolzano afirmé que “el
conjunto de todas las verdades absolutas es un conjunto infinito”. Su idea es
partir de una proposiciéon que se sabe verdadera a la que podemos llamar A; a
partir de ella podemos formar otra “A es verdadera” que, claramente, es diferente
de la proposicion Ay este proceso puede proseguirse indefinidamente.



Bolzano mantiene que el criterio de validez para la existencia de conjuntos

infinitos debe basarse en su naturaleza no contradictoria.
Tan pronto como disponemos de un concepto, A, el cual representa los
objetos a,b,c,d,... y no otros, es extremadamente facil llegar a un con-
cepto que represente el agregado de todos estos objetos tomados jun-
tos. Solamente se necesita combinar la idea expresada por la palabra
“agregado” y el concepto A, en la manera expresada por las palabras “el
agregado de todo A”. Esta simple observacion, cuya correccion confio
que sera evidente para todos, elimina todas las dificultades planteadas
contra la idea de un conjunto que comprende infinitos miembros.



Bolzano mantiene que el criterio de validez para la existencia de conjuntos

infinitos debe basarse en su naturaleza no contradictoria.
Tan pronto como disponemos de un concepto, A, el cual representa los
objetos a,b,c,d,... y no otros, es extremadamente facil llegar a un con-
cepto que represente el agregado de todos estos objetos tomados jun-
tos. Solamente se necesita combinar la idea expresada por la palabra
“agregado” y el concepto A, en la manera expresada por las palabras “el
agregado de todo A”. Esta simple observacion, cuya correccion confio
que sera evidente para todos, elimina todas las dificultades planteadas
contra la idea de un conjunto que comprende infinitos miembros.

En otras palabras, lo que Bolzano afirma es que dada cualquier propiedad existe
un conjunto cuyos miembros son justamente aquellos objetos que tienen dicha
propiedad. Bolzano se propone establecer un criterio de comparacién para
conjuntos infinitos. La paradoja de la reflexividad no le preocupa tanto como a
Galileo; al contrario, el hecho de que pueda establecerse una biyeccion entre un
conjunto y una parte de él le parece “una de las mas notables caracteristica de
los conjuntos infinitos”. Pero en este punto crucial Bolzano no eligi6 el criterio
adecuado.



... el conjunto de todas las cantidades entre 0 y 5 (0 menores que 5)
es claramente infinito, al igual que lo es el conjunto de todas las canti-
dades menores que 12. Con no menos seguridad es el dltimo conjunto
mayor que el primero, pues el primero constituye solamente una parte
del Gltimo [...] Pero no menos cierto que todo esto es lo siguiente: si x
representa una cantidad arbitraria entre O y 5, y si fijamos la raz6n entre
X ey por la ecuacion 5y = 12x, entonces y es una cantidad entre 0 y
12; y reciprocamente, siempre que y esté entre 0y 12, x estad entre 0 y
5.



... el conjunto de todas las cantidades entre 0 y 5 (0 menores que 5)
es claramente infinito, al igual que lo es el conjunto de todas las canti-
dades menores que 12. Con no menos seguridad es el dltimo conjunto
mayor que el primero, pues el primero constituye solamente una parte
del Gltimo [...] Pero no menos cierto que todo esto es lo siguiente: si x
representa una cantidad arbitraria entre O y 5, y si fijamos la raz6n entre
X ey por la ecuacion 5y = 12x, entonces y es una cantidad entre 0 y
12; y reciprocamente, siempre que y esté entre 0y 12, x estad entre 0 y
5.

Es decir, Bolzano afirma que la aplicacién dada pory = %x para x €0, 5]

establece una biyeccion entre dicho intervalo y el intervalo [0,12]. Pero, cuando
se trata de conjuntos infinitos, a Bolzano no le parece que la existencia de una
biyeccién sea criterio suficiente para afirmar que ambos conjuntos son
“equinumerosos” y elige como criterio de comparacion la relacion de inclusion
entre conjuntos. De esta forma puede comparar conjuntos infinitos pero no puede
cuantificar el infinito y, por tanto, no logra desarrollar, pese a su intento, una
aritmética del infinito.



Le estaba reservada a Georg Cantor (1845 - 1918) la gloria de ser el primer
matematico que domesticara el infinito. Cantor se vio obligado a defender
constantemente sus innovadoras ideas en contra de las opiniones de influyentes
matematicos de su tiempo, alguno de los cuales, como Leopold Kronecker, pasé
incluso del ataque cientifico al ataque personal, si bien otros destacados
matematicos como Weierstrass, Dedekind o Hilbert estuvieron de su parte.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cantor.html

Le estaba reservada a Georg Cantor (1845 - 1918) la gloria de ser el primer
matematico que domesticara el infinito. Cantor se vio obligado a defender
constantemente sus innovadoras ideas en contra de las opiniones de influyentes
matematicos de su tiempo, alguno de los cuales, como Leopold Kronecker, pasé
incluso del ataque cientifico al ataque personal, si bien otros destacados
matematicos como Weierstrass, Dedekind o Hilbert estuvieron de su parte.

El interés de Cantor por los conjuntos infinitos de puntos y la naturaleza del
continuo procede de sus tempranos trabajos en series trigopnométricas. En 1869,
recién llegado a la universidad de Halle, Cantor, a propuesta de su colega

H.E. Heine (1821-1881), se intereso por el problema sobre la unicidad de la
representacion de una funciébn como una serie trigonométrica. La interpretacion
dada hasta entonces a dicha representacion se basaba en gran parte en que se
suponia que era Unica, y que de hecho la serie trigonométrica era la serie de
Fourier de la funcién. Esta creencia fue puesta en entredicho porque Weierstrass
habia probado gque para integrar término a término una serie se requiere
convergencia uniforme.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Cantor.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Eduard_Heine

Consideremos una serie trigonométrica
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unicidad equivale a probar que si dicha serie converge puntualmente a cero en
[0,1] entonces sus coeficientes son todos nulos.
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[0,1] entonces sus coeficientes son todos nulos.Esto fue probado por Cantor en
1870, y en 1872 generaliz6 este resultado.
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[0,1] entonces sus coeficientes son todos nulos.Esto fue probado por Cantor en
1870, y en 1872 generaliz6 este resultado.Para ello introduce el concepto de
punto de acumulacién de un conjunto U de nameros reales, el conjunto de todos
los puntos de acumulacion de U lo llamé conjunto derivado de U y lo representd
por U’. Cantor define los sucesivos conjuntos derivados U = U/, U"*1 = (uny,
y demuestra que si se supone que la serie converge puntualmente y con suma
cero en un conjunto de la forma [0, 1] \ U, donde U es un conjunto tal que para
algun neN se tiene que U" = @, entonces los coeficientes de la serie son todos
nulos.



Consideremos una serie trigonométrica

% + Y (ancos(2nmx) + by sen(2n7x) )

donde por comodidad consideramos funciones de periodo 1.El problema de la
unicidad equivale a probar que si dicha serie converge puntualmente a cero en
[0,1] entonces sus coeficientes son todos nulos.Esto fue probado por Cantor en
1870, y en 1872 generaliz6 este resultado.Para ello introduce el concepto de
punto de acumulacién de un conjunto U de nameros reales, el conjunto de todos
los puntos de acumulacion de U lo llamé conjunto derivado de U y lo representd
por U’. Cantor define los sucesivos conjuntos derivados U = U/, U"*1 = (uny,
y demuestra que si se supone que la serie converge puntualmente y con suma
cero en un conjunto de la forma [0, 1] \ U, donde U es un conjunto tal que para
algun neN se tiene que U" = @, entonces los coeficientes de la serie son todos
nulos. Probaba asi que el resultado de unicidad permanecia valido incluso si se
admitia un conjunto infinito de puntos excepcionales en los que no se supone que
haya convergencia siempre que estos puntos estén distribuidos de manera
apropiada. En este articulo de 1872, Cantor sent6 las bases de la teoria de los
conjuntos de puntos y se convencié de que el estudio de los conjuntos infinitos
era esencial para clasificar los posibles conjuntos de puntos excepcionales,
problema que todavia sigue abierto.



Al principio de este trabajo que estamos comentando, Cantor desarrollé una
teoria de los nimeros reales basada en sucesiones de nimeros racionales. Ese
mismo afio, un poco antes, Dedekind habia publicado su teoria de las cortaduras.
No es ésta la Unica ocasion en que coinciden los intereses de Cantor y Dedekind.
De hecho, la contribucion de Dedekind a la creacién de la teoria de conjuntos es
mucho mas importante de lo que suele reconocerse. En su famoso trabajo Was
sind und was sollen die Zahlen (¢, Qué son y para qué sirven los nUmeros?)
publicado en 1888, Dedekind precisa el significado de las operaciones
elementales de la teoria de conjuntos ingenua, y da la definicién general de
funcién entre conjuntos abstractos, generalizando asi la anteriormente dada por
Dirichlet para funciones reales. Asi mismo Dedekind da la siguiente definicion:

Un sistema S se llama infinito cuando es semejante a una parte propia

de si mismo; en caso contrario, se dice que S es un sistema finito.
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En términos actuales: un conjunto S es infinito, si hay un subconjunto propio,
@S AG S,y una biyeccion de A sobre S.



Al principio de este trabajo que estamos comentando, Cantor desarrollé una
teoria de los nimeros reales basada en sucesiones de nimeros racionales. Ese
mismo afio, un poco antes, Dedekind habia publicado su teoria de las cortaduras.
No es ésta la Unica ocasion en que coinciden los intereses de Cantor y Dedekind.
De hecho, la contribucion de Dedekind a la creacién de la teoria de conjuntos es
mucho mas importante de lo que suele reconocerse. En su famoso trabajo Was
sind und was sollen die Zahlen (¢, Qué son y para qué sirven los nUmeros?)
publicado en 1888, Dedekind precisa el significado de las operaciones
elementales de la teoria de conjuntos ingenua, y da la definicién general de
funcién entre conjuntos abstractos, generalizando asi la anteriormente dada por
Dirichlet para funciones reales. Asi mismo Dedekind da la siguiente definicion:

Un sistema S se llama infinito cuando es semejante a una parte propia
de si mismo; en caso contrario, se dice que S es un sistema finito.

En términos actuales: un conjunto S es infinito, si hay un subconjunto propio,
@S AG S,y una biyeccion de A sobre S.En una nota a pie de pagina, Dedekind,
afirma haber comunicado esa definicién a Cantor ya en 1882 y varios afios antes
a otros colegas. También fue Dedekind un precursor de las técnicas conjuntistas
en Algebra, introduciendo, entre otros, los conceptos de cuerpo, ideal y médulo.



En una carta a Dedekind, de fecha 29 de noviembre
de 1873, Cantor afirmaba, sin incluir prueba alguna, que
los racionales positivos y, mas generalmente, el conjunto de
las sucesiones finitas de enteros positivos, podia ponerse
en correspondencia biyectiva con los enteros positivos, y
preguntaba si eso mismo se podia hacer con los nimeros
reales. Dedekind le respondi6, a vuelta de correo, que en su
opinién nada se oponia a ello, y afiadio, con demostracion
incluida, que el conjunto de los nimeros algebraicos si es
biyectivo con el de los enteros positivos.

Figura. Cantor



Definicion. Los nameros algebraicos son nimeros, reales o complejos, que son
raices de alguna ecuacion polindmica con coeficientes enteros. Por tanto, un
ndmero real o complejo x es algebraico si hay nimeros enteros ¢y €7,

(k =01,2,...n) tal que x satisface la ecuacion polinémica

Co+Cix+Cpx24---4+cx" =0

Los nimeros que no son algebraicos se llaman trascendentes.



Definicion. Los nameros algebraicos son nimeros, reales o complejos, que son
raices de alguna ecuacion polindmica con coeficientes enteros. Por tanto, un
ndmero real o complejo x es algebraico si hay nimeros enteros ¢y €7,

(k =01,2,...n) tal que x satisface la ecuacion polinémica

Co+Cix+Cpx24---4+cx" =0

Los nimeros que no son algebraicos se llaman trascendentes.Todo nimero
racional es evidentemente algebraico, pero también lo son las raices de cualquier
orden de nameros racionales positivos y muchos mas. Intuitivamente, los
ndmeros algebraicos son los que pueden obtenerse a partir de los enteros por
procedimientos algebraicos: suma, producto, cociente, division, raices, iterados
un nimero finito cualquiera de veces. En ese sentido podemos decir que los
numeros algebraicos no estan “muy alejados” de los enteros. Los nimeros
trascendentes son justamente lo contrario: son nimeros irracionales “muy
alejados” de los enteros.



Hasta 1844 sigui6 abierta la cuestion sobre si habia o no irracionales
trascendentes. Ese afio, Liouville mostr6 que cualquier nimero de la forma
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donde para todo neN es a, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es trascendente.



Hasta 1844 sigui6 abierta la cuestion sobre si habia o no irracionales
trascendentes. Ese afio, Liouville mostr6 que cualquier nimero de la forma
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donde para todo neN es a, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, es trascendente.
Demostrar que un nimero concreto es trascendente es dificil. La trascendencia
del nimero e fue demostrada por Charles Hermite en 1873, y Ferdinand
Lindemann logré probar la trascendencia de 7 en 1882 (demostrando asi que el
problema de la cuadratura del circulo no tenia solucién).



Para facilitar la exposicién que sigue voy a dar algunas definiciones de conceptos
introducidos por Cantor afios mas tarde.

Definicion. Se dice que dos conjuntos A y B son equipotentes si existe una
aplicacion biyectiva de uno de ellos sobre el otro. Un conjunto se llama numerable
si es vacio o si existe una aplicacion inyectiva de él en el conjunto de los enteros

positivos.



Para facilitar la exposicién que sigue voy a dar algunas definiciones de conceptos
introducidos por Cantor afios mas tarde.

Definicion. Se dice que dos conjuntos A y B son equipotentes si existe una
aplicacion biyectiva de uno de ellos sobre el otro. Un conjunto se llama numerable
si es vacio o si existe una aplicacion inyectiva de él en el conjunto de los enteros
positivos.

Es facil probar que los conjuntos numerables infinitos son precisamente los
conjuntos equipotentes al conjunto N de los nimeros naturales. Por tanto, los
conjuntos numerables son aquellos conjuntos cuyos elementos se pueden contar
jaunque sean infinitos! El resultado, citado por Cantor, de que Q es numerable,
no deja de ser muy sorprendente y contrario a la intuicion, pues sir < s son
numeros racionales cualesquiera, entre ellos dos hay siempre infinitos nimeros
racionales. Pese a ello, no hay mas nimeros racionales que nimeros naturales.
La siguiente figura indica una forma de enumerar todos los racionales positivos.



9 (1,9) (2,9) (3,9) (4,9) (5,9) (6,9) (7,9) (8,9) (9,9)
g @Je) 8) 3,8) 4.8) ,8) 6,8) 7.8) 8.8) 9,8)
7 1.7) \7) 3,7) 4.7) \7) 6,7) 7.7) 8.7) 9l7)
6 e) ,6) 3,6) 4.6) ,6) 6,6) 7.6) 8.6) 9,6)
5 (1,5) 5) 3,5) 4.5) 5,5) 6,5) 2.5) 8.5) al5)
4 (]a) ,4) 3,4) 4,4) ,4) 6,4) 7.4) 8,4) 9,4)
3 1.3) .3) ,3) 4.3) .3) 6.3) .3) 8.3) 9]3)
5 @]2) ,2) 3,2) 4.2) ,2) 6,2) 7.2) 8.2) 9,2)
1 (1.1) 1) 1) 4.1) 1) 6,1) 1) 8.1) ol1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9



Poco después de las cartas citadas, Cantor logré demostrar que el conjunto de los
ndmeros reales no es numerable.
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partes, siempre nos quedaran puntos que no habremos tocado. Aristételes afirmaba
que un continuo puede dividirse en cualquier parte pero no en todas partes: hay que
darle la raz6n en este punto.
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Poco después de las cartas citadas, Cantor logré demostrar que el conjunto de los
ndmeros reales no es numerable.

Teorema. Dados dos nimeros reales a < b se verifica que el intervalo [a,b] no es
numerable.

La demostracion clasica de este teorema es por division sucesiva del intervalo en tres
partes iguales. Y lo que se prueba es que aunque lo dividamos en un infinito actual de
partes, siempre nos quedaran puntos que no habremos tocado. Aristételes afirmaba
que un continuo puede dividirse en cualquier parte pero no en todas partes: hay que
darle la raz6n en este punto.

Es facil probar que cualquier intervalo no reducido a un punto es equipotente a R. El
teorema anterior demuestra que “hay muchos mas numeros irracionales que
racionales” pues mientras que podemos enumerar los racionales no podemos hacer lo
mismo con los irracionales ya que no hay biyecciones de N sobre R\Q.

Deducimos también la siguiente estrategia: para probar que un conjunto ACR no es
vacio es suficiente probar que su complemento R\A es numerable (jcon lo cual, de
hecho, estamos probando que A es infinito no numerable!).

Puesto que los nimeros algebraicos son un conjunto numerable, deducimos, de forma
no constructiva jsin dar ni un solo ejemplo!, que en todo intervalo de R, hay infinitos
nameros trascendentes. Compara este razonamiento con el tradicional constructivo
seguido afios antes por Liouville para probar que hay nimeros trascendentes.



Cantor publicé estos resultados, el suyo y el de Dedekind, en un trabajo de tres
paginas titulado Sobre una propiedad del sistema de todos los nimeros
algebraicos reales (1874). Es muy llamativo que el titulo de este trabajo,
considerado como el nacimiento oficial de la teoria de conjuntos, no haga
referencia alguna al resultado que hoy consideramos como el principal: la no
numerabilidad de R.



Cantor publicé estos resultados, el suyo y el de Dedekind, en un trabajo de tres
paginas titulado Sobre una propiedad del sistema de todos los nimeros
algebraicos reales (1874). Es muy llamativo que el titulo de este trabajo,
considerado como el nacimiento oficial de la teoria de conjuntos, no haga
referencia alguna al resultado que hoy consideramos como el principal: la no
numerabilidad de R.

Ademas la propia presentacion del trabajo elude destacar estos resultados.
Posiblemente, Cantor temia la reaccion que pudiera provocar un trabajo tan
radicalmente innovador. Porque lo que él hacia era probar que en cualquier
intervalo [a,b] C R con a < b hay, en un sentido matematico preciso, mas
numeros que todos los nimeros algebraicos juntos, de donde se deducia que en
[a,b] tenfa que haber nimeros trascendentes. Esta es una demostracion de
existencia pura, algo nuevo en las mateméaticas.



e ——————

Naturalmente, Cantor sabia muy bien que habia descubierto una propiedad especifica
del continuo: su no numerabilidad. Disponia ya de dos tipos de conjuntos infinitos: Ny
R, claramente N tenia un tamafio mas pequefio que R. Precisar esa idea de tamafio y
elaborar una teoria de comparacion de conjuntos infinitos es lo que hizo Cantor en los
siguientes veinte afios y, casi contra su voluntad, se vio llevado a desarrollar la teoria
de nameros transfinitos y la teoria de conjuntos como una disciplina matematica

independiente.
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siguientes veinte afios y, casi contra su voluntad, se vio llevado a desarrollar la teoria
de nameros transfinitos y la teoria de conjuntos como una disciplina matematica
independiente.

En 1877, Cantor probo, para su propia sorpresa, que los puntos del plano podian
ponerse en correspondencia biyectiva con R, y, mas general, que los espacios R" son
todos ellos biyectivos a la recta real. Este resultado fue de los que mas desconcierto
provoco entre los matematicos contemporaneos.En 1883, en su trabajo Fundamentos
de una teoria general de conjuntos, escribe:

La presentacion de mis investigaciones hasta la fecha en teoria de conjun-

tos, ha alcanzado un punto donde su progreso depende de una extension

del concepto de nimero entero mas alla de sus limites actuales. Esta exten-

sién sefiala en una direccién que, por lo que yo sé, no ha sido investigada

por nadie todavia.

[...] Por atrevido que esto pueda parecer, tengo que expresar, no sélo la
esperanza, sino también la firme conviccion de que esta extension tendra
que ser considerada con el tiempo como absolutamente simple, adecuada
y natural. Pero no se me oculta de ninguna manera el hecho de que en
esta empresa me encuentro situado en una cierta oposicién a concepciones
muy extendidas acerca del infinito matematico, y a opiniones formuladas
frecuentemente sobre la naturaleza del nimero.
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Por el mismo proceso que podemos abstraer la idea del nimero 5 como la clase
de todos los conjuntos equipotentes a un conjunto cualquiera con cinco
elementos, a,b,c,d, e, de la misma forma este proceso permite, dado un conjunto
M, por doble abstraccion de la naturaleza de sus elementos y del posible orden
en que estén dados, asociar a M un objeto matemaético, representado por §M,
que se llama su nimero cardinal o potencia, que es el mismo para todos los
conjuntos equipotentes a M.



En este trabajo Cantor introduce los nimeros transfinitos o cardinales transfinitos.

Por el mismo proceso que podemos abstraer la idea del nimero 5 como la clase
de todos los conjuntos equipotentes a un conjunto cualquiera con cinco
elementos, a,b,c,d, e, de la misma forma este proceso permite, dado un conjunto
M, por doble abstraccion de la naturaleza de sus elementos y del posible orden
en que estén dados, asociar a M un objeto matemaético, representado por §M,
que se llama su nimero cardinal o potencia, que es el mismo para todos los
conjuntos equipotentes a M.

Cuando M es finito, fM es el nimero de elementos de M; la potencia de los
conjuntos numerables (infinitos) la representd Cantor por g (O es la primera
letra del alfabeto hebreo, se pronuncia “alef”); la potencia de la recta real y de
cualquier intervalo de la misma, no vacio y no reducido a un punto, se representa
por ¢y se llama la potencia del continuo.



Cantor define una relacion de orden entre nimeros cardinales: si M, N son dos
conjuntos, diremos que fM < #N si existe una biyeccién de M sobre una parte de
N. Si, ademas, no existe ninguna biyeccién entre ninguna parte de M y la
totalidad de N, se escribe fM < tN.
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Cantor define una relacion de orden entre nimeros cardinales: si M, N son dos
conjuntos, diremos que fM < #N si existe una biyeccién de M sobre una parte de
N. Si, ademas, no existe ninguna biyeccién entre ninguna parte de M y la
totalidad de N, se escribe fM < tN.

Con esta definicion se tiene que Og < ¢. Para nimeros cardinales finitos esta
relacién de orden es la usual.

La demostracion de que < es una relacion de orden entre nimeros cardinales
esta muy lejos de ser facil. La dificultad estaba en probar la propiedad reflexiva,
es decir, si fM < N y también #N < M, entonces es M = £N. Este resultado fue
probado en 1898, y se conoce como teorema de Cantor - Bernstein.

Se verifica, ademas, que < es una relacion de orden total, es decir, dados
conjuntos M y N se verifica alguna de las relaciones §M < N o0 §N < {M. La
demostracién de este resultado exige usar el axioma de eleccién, también
llamado axioma de Zermelo.



Todo esto estd muy bien, pero ¢cuantos nimeros cardinales infinitos hay? Hasta
ahora solamente conocemos dos. Cantor ided un procedimiento por el cual, dado
un conjunto M, se puede construir un conjunto cuyo cardinal es estrictamente
mayor. Para ello, defini6 el conjunto P(M) como el conjunto cuyos elementos son
todos los subconjuntos de M

P(M)={A:AC M}



Todo esto estd muy bien, pero ¢cuantos nimeros cardinales infinitos hay? Hasta
ahora solamente conocemos dos. Cantor ided un procedimiento por el cual, dado
un conjunto M, se puede construir un conjunto cuyo cardinal es estrictamente
mayor. Para ello, defini6 el conjunto P(M) como el conjunto cuyos elementos son
todos los subconjuntos de M

PM)={A:ACM}
Teorema. No existe una biyeccién entre M y P(M). Es decir, se verifica que:
M < #P(M).

pause Suele escribirse $P(M) = 2™ igualdad que, para el caso de conjuntos
finitos, es conocida.



Todo esto estd muy bien, pero ¢cuantos nimeros cardinales infinitos hay? Hasta
ahora solamente conocemos dos. Cantor ided un procedimiento por el cual, dado
un conjunto M, se puede construir un conjunto cuyo cardinal es estrictamente
mayor. Para ello, defini6 el conjunto P(M) como el conjunto cuyos elementos son
todos los subconjuntos de M

PM)={A:ACM}
Teorema. No existe una biyeccién entre M y P(M). Es decir, se verifica que:
M < #P(M).

pause Suele escribirse $P(M) = 2™ igualdad que, para el caso de conjuntos
finitos, es conocida.

Por tanto, los conjuntos
P(M),P(P(M)),? (P(P(M))) ...

tienen todos ellos distinto nimero cardinal.
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Cantor sigui6 desarrollando sus ideas en una serie de seis trabajos publicados en
los afios 1878 a 1884.

El desarrollo de la teoria de conjuntos condujo a algunas contradicciones, las
llamadas paradojas de la teoria de conjuntos.Ello era debido al punto de vista
ingenuo adoptado respecto a los conjuntos.

Se pensaba que cualquier propiedad matematica, P(x), definia su
correspondiente conjunto, a saber, el formado por los elementos para los cuales
dicha propiedad es verdadera. Por “propiedad matematica”, P(x), se entendia
cualquier expresion simbdlica bien formada que tenga libre la variable x. Esto se
conoce como axioma de abstraccion. La primera formulacién explicita del mismo
fue hecha por Gottlob Frege (1848-1925) en 1893 en su obra Grundgesetze der
Arithmetik (“Leyes Basicas de la Aritmética”).


https://es.wikipedia.org/wiki/Gottlob_Frege

En 1902, estando en imprenta el segundo volumen de la obra citada, Frege
recibi6 una carta de Bertrand Russell (1872-1970) en la que mostraba la
siguiente contradiccion derivada de dicho axioma.
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Consideremos la siguiente propiedad P(x) = x ¢ x y definamos el conjunto

W = {x : x ¢ x}. Entonces resulta que siW €W es porque W ¢ W y siW ¢ W
debe ser W e W. Una contradiccion insalvable, conocida como la paradoja de
Russell.
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En 1902, estando en imprenta el segundo volumen de la obra citada, Frege
recibi6 una carta de Bertrand Russell (1872-1970) en la que mostraba la
siguiente contradiccion derivada de dicho axioma.

Consideremos la siguiente propiedad P(x) = x ¢ x y definamos el conjunto

W = {x : x ¢ x}. Entonces resulta que siW €W es porque W ¢ W y siW ¢ W
debe ser W e W. Una contradiccion insalvable, conocida como la paradoja de
Russell.

Otra paradoja, conocida como paradoja de Cantor, resulta de la consideracion del
conjunto de todos los conjuntos, pues si llamamos U = {x : x =x} a dicho
conjunto universal que contiene a cualquier conjunto, entonces P(U) C U por lo
que #P(U) < U lo que contradice el resultado antes visto. Estas paradojas son
de tipo légico.

Surgieron otras paradojas de tipo semantico y se derivan de la capacidad del
lenguaje para referirse a si mismo. Una de las méas conocidas es la de Berry
(1906): Existen muchas expresiones en castellano que permiten describir
ndmeros naturales, cada una de ellas consta de un namero finito de caracteres
gramaticales: letras, comas,... Considera la expresion: “sea x el menor nimero
natural que no puede ser descrito con menos de cien caracteres”. Resulta que
dicha expresion describe con menos de cien caracteres a un nimero que no
puede ser asi descrito.


https://es.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell

La solucién fue axiomatizar la teoria de conjuntos para evitar que pudieran
formularse paradojas como las anteriores lo que, para evitar las paradojas de tipo
semantico, obliga al uso de un lenguaje formalizado y, para evitar las de tipo
l6gico, a restringir de alguna forma la existencia de conjuntos “demasiado
grandes” como los conjuntos W y U anteriores.
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Ernst Zermelo (1871-1953) propuso modificar dicho axioma debilitdndolo de la
manera siguiente:

Para toda propiedad P(x) definible en la teoria y para todo conjunto A,
existe un conjunto B cuyos elementos son exactamente aquellos x € A
que cumplen P(x).

Es decir, Zermelo postula la existencia del conjunto B = {x e A: P(x)}.


https://es.wikipedia.org/wiki/Ernst_Zermelo

Este esquema axiomatico de Zermelo permite obtener conjuntos a partir de otros,
y cuyo tamafio es menor que el de aquellos de los que han sido obtenidos. Esto
implica que, necesariamente, para formar un conjunto debemos partir de otro
previamente dado. Por ello hay que afiadir otros axiomas que garantizan la
existencia de aquellos conjuntos necesarios que no pueden obtenerse como
subconjuntos de otros conjuntos dados. Esto ha dado lugar a la

teoria axioméatica de Zermelo-Fraenkel.
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En la teoria de Zermelo-Fraenkel, la no existencia de un conjunto W tal que

X €W si, y sélo si x ¢ x es un teorema. Pues si un tal conjunto existiera se llega a
la contradiccion de que W €W si, y s6lo si W ¢ W. Observa que ni siquiera es
posible considerar en esta teoria algo como W = {x : x ¢ x }. Por tanto, tampoco
existe en esta teoria un conjunto universal U, ya que si tal conjunto existiera
también existiria el conjunto W = {x €U : x ¢ x}, lo que acabamos de ver que es
contradictorio.
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Observa que no podemos definir el “complementario absoluto” de un conjunto A,
es decir, no existe un conjunto A® cuyos elementos sean los elementos que no
pertenecen a A. Si existiera, entonces también existiria el conjunto U = AUA®
cuya existencia acabamos de ver que lleva a contradiccion.
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Las operaciones con nimeros transfinitos se definen con facilidad por medio de
las correspondientes operaciones conjuntistas. Por ejemplo, el producto M - N
es, por definicién, igual a (M x N) donde M x N es el conjunto producto
cartesiano de M y N. Andlogamente se define la suma §M + N como el nimero
cardinal de la unién disjunta de M y N. Estas operaciones son asociativas,
conmutativas y distributivas pero, para cardinales transfinitos se cumple que

M 44N =M - N = max {§{M, N}

Esto es, la aritmética transfinita no responde a las reglas usuales de la aritmética
finita. Pero esto no quiere decir que sea contradictoria, simplemente, es diferente.
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El trabajo de Cantor cambi6 la forma de ver las mateméticas y acabé por ser
ampliamente aceptado. La visién que Cantor tenia de las mateméticas puras es
muy hermosa; para él, las mateméaticas puras son el reino de la libertad y las
llamaba “matematicas libres”, porque son una creacion de la libertad del espiritu
humano cuyas Unicas limitaciones son la coherencia y la no contradiccion.



